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1. Ensembles de points
Exercice 1

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; i, v).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que:

a) |z[ =1,

b) |z—2—i] =2;

c) lz—-3|=]z—-1-1il.
Représenter ces ensembles de points dans le plan.

Solution de I’exercice 1

a) L'ensemble des points est le cercle de centre O et de rayon 1.
b) L'ensemble des points est le cercle de centre I(2; 1) et de rayon 2.
c) L'ensemble des points est la médiatrice du segment [AB] avec A(3;0) et B(1;1).

Exercice 2 (facultatif)

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; i, v).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que:

a) |z| =3;

b) |z -3+ 2i|] = 4;

C) lz+2—i|l =|z+3il.
Représenter ces ensembles de points dans le plan.

Solution de I’exercice 2

a) L'ensemble des points est le cercle de centre O et de rayon 3.
b) L'ensemble des points est le cercle de centre 1(3; —2) et de rayon 4.
c) L'ensemble des points est la médiatrice du segment [AB] avec A(—2; 1) et B(0; —3).

Exercice 3 (pour la Maturita orale)

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; i, v).
. TR —2—i
Pour tout nombre complexe z # —i, on considére z’ = Z—=—,

a) Onpose z = x + iy avec x et y réels.
Ecrire la partie réelle et la partie imaginaire de z' en fonction de x et y.

b) Déterminer I'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que z' soit réel.
Représenter cet ensemble de points dans le plan.

c) Déterminer I'ensemble (F) des points M d'affixe z tels que z' soit imaginaire pur.
Représenter cet ensemble de points dans le plan.

Exercice 4 (facultatif)

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (0; 4, v).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z = x + iy tel que: 2y +3x — 1)(y —3)(x + 4) = 0.
Représenter cet ensemble de points dans le plan.

Solutions des exercices 3 et 4

. n _ Xeo2xty?-1 1y = TEeyi2
Ex.l: a)Re(z) = Tt et Im(z") = Zry+1Z

b) (E) est la droite d'équation y = x — 1 privée du point de coordonnées (0; —1).
¢) (F) est le cercle de centre I(1; 0) et de rayon /2 privé du point de coordonnées (0; —1).
Ex.2:  L'ensemble des points est la réunion des trois droites d'équations respectives y = _73x + % y=3etx =—4.
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2. Factorisation — Exercices de la Maturita 2013

Exercice 1 - Maturita 2013 - Ici I'équation est a coefficients complexes !
Soit P(z)=2° —2(i +ﬁ) z? +4(1+ iﬁ)z —8i le polyndme a variable complexe z.
1°) Vérifier que z, = 2i est une racine de P.
2°) Trouver les réels a, b et ¢ tels que P(z)=(z-2i)(az’ +bz+c).
3°) Résoudre dans C: P(z)=0.

Exercice 2 - Maturita 2013
On considere dans C I’équation (E): z* +(2—2\@)z3 +(8—4\E)z2 +(8—8\@) z+16=0.
a) Montrer que (E) équivaut a (22 —24/3z +4Xz2 +217 +4)= 0.

b) En déduire les solutions de I’équation (E).
c) Ecrire les solutions de (E) sous forme trigonométrigue.

Exercice 3 - Maturita 2013 - Ici I'équation est a coefficients complexes !
On considére le polyndme P définie sur C par P(z)=z° — (2+ i\/E)z2 + 2(1+ i\/E)z —2i/2.
1°) Montrer que le nombre complexe z, = i~/2 est solution de I’équation P(z): 0.

2°) a) Déterminer les réels a et b tels que P(z)=(z—iv2)z% +az+b).
b) En déduire les solutions dans C de I’équation P(z)=0.

Exercice 4 - Maturita 2013
On considére, dans I’ensemble C des nombres complexes, 1’équation (E): 7°-27°+122+40=0.
1°) Montrer que —2 est une solution de (E)
2°) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que z° —22° +122+40 =(z+2)(az’ +bz+c).
3°) En déduire les solutions de I’équation (E).

Solution des exercices 1 a 4

Ex1l 1)P(zy)=-=0
a=1leth=-2\2etc=4
3)S ={2i;V2+V2i;v2 -2 i}
Ex2 1)(z2-2V3z+4)(z>+2z+4) =0 - & (E)
2)S={V3+i;V3—-i;-1+V3i;-1-V3i}
3)\/§+i=2(cosg+isin%),\/§—i=2(cos%ﬂ+isin%{),
—1+\/§i=2(cos%ﬂ+isin2?"),—1—\/§i=2(cos%+isin%>
Ex.3 1)P(zy)=:=0
2)a=-2etbh=2
3)S={iVZ;1+i;1-i}
Ex4 1)Siz=-2alors z3 —2z%+12z+40 = (-2) —2(-2)? +12(-2)+ 40 = --- = 0.
2a=1etb=—4etc=20
3)S ={-2;2+4i;2 —4i}
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3. Angle orienté de deux vecteurs — Avec des exos des Maturitas écrites de
2014 et 2015

Exercice 1

Démontrez la propriété suivante :
le plan est muni d"un repére orthonormal direct (0; U, V)
Si le points A n’est pas égal au point B
le points C n'est pas égal au point D

alors la mesure principale de I'angle orienté (AB, CD) est égale a lI'argument principal de %
B~Z4A

Exercice 2
Démontrez la propriété suivante.

Si {le plan est muni d"un repére orthonormal direct (O; U, V)

le points A n’est pas égal au point B
_¢cD

T 4B’

Zp—Zc
ZB—ZA

alors

Solution de I’exercice 1

Dans cette démonstration,  AP(...) signifie I'argument principal de ...
MP(...) signifie la mesure principale de ...
AP(zp — z¢) = AP(zz5) = MP(4,CD).
AP(zg — z,) = AP(z,5) = MP(, 4B).
Comme AP(ZE) € |—m;m] et AP(ZE) € |—m; ], alors AP(ZE)') - AP(ZE') € |-2m; 2m|.
CAS 1: Si AP(zz5) — AP(z;3) € ]-m; ] alors AP C@) = AP(zz5) — AP(z:3)

AB

= MP(4,CD) — MP(i, AB)

= MP(4B,CD).
N
i 7
- / //
o - .,..) >4
a%y, F e
o \/ /] Ll )

=)
N
/
- /Y
\'\...___4

Dans le dessin ci-dessus: MP(, CD) = 45°, MP (4, AB) = —30°, MP(AB,CD) = 45° — (—30°) = 70°.
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CAS 2: Si AP(zz5) — AP(z;3) € Im; 2m[ alors AP CLE) = AP(zz5) — AP(z;3) — 21
AB
= MP(4,CD) — MP(ii, AB) — 2m
= MP(4B,CD).

Dans le dessin ci-dessus: MP (i, CD) = 135°, MP (4, AB) = —120°,
MP(4B,CD) = 135° — (—120°) — 360° = 255° — 360° = —105°.

CAS 3: Si AP(255) — AP(245) € |-2m —rl alors P (22) = AP(sg5) — AP(z45) + 2
AB

= MP(%,CD) — MP(ii, AB) + 2n
= MP(4B,CD).

/T\

|

S

A!B N '\Aj:/,.\ /\
(32 U’x\ ( $\"¥ N P
I N = TR
VIR /
b/
/

Dans le dessin ci-dessus: MP(%,CD) = —120°, MP (%, AB) = 135°,
MP(4B,CD) = —120° — (135°) + 360° = —255° + 360° = 105°.

Solution de I’exercice 2

_lzp=z¢l _ |Zﬁ| _¢p
|zp—2z4l |zﬁ AB

Zp—Z¢
ZB—ZA
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Exercice 3 (2015)

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0; u; ¥) d unité graphique 1cm.

On considere le point A et F d"affixes respectives z, = 1 et z; = —2i.

Soit C et D les points d"affixes respectives z; = 2v3 + i(—2 —V3) et z, = —2v3 +i(-2 +V3).
1) Montrer que le point F est le milieu du segment [CD].

2) Calculer Z~ZE Donner la forme exponentielle de 2= ZF
ZA—Z F ZA—ZF

3) En déduire que la droite (AF) est une médiatrice du triangle DAC.
4) Placer les points A, C, D et F.

Exercice 4 (2015)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (0, 4, v) d’unité graphique 2 cm.
Soient A, B et F les points d’affixes respectives :
Zy =3+ 2i,zg =3 —2i,zg = 1.
1) Placer A, B et E dans le plan complexe.
ZE

2) Prouver que = =1i.
ZB—ZE

3) En deduire la nature du triangle ABE.

Exercice 5 (2015)

Soit le plan complexe (P) muni d"un repére orthonormal (0; i, ¥) d"unité graphigue 2 cm. On note
A, B, C les points daffixes respectivesa = 2, b = —1 —iv/3, ¢ = 2 — 3i.
1) Réécrire b sous forme exponentielle.
2) Construire les points A, B,C dans le plan (P). On complétera la figure au fur et a mesure de
I"exercice.
3) Calculer g . En déduire la mesure de I’angle géométrique au sommet A du triangle ABC.

Exercice 6 (2014)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormal direct ( ) d’unité graphique 2 cm.
On consideére les points A, B, C et D d’affixes respectives z, = i EI , Iy = #—gi :
Z. :—ﬂ—gl et z, :—ﬁ+gi .

1) Montrer que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle de centre O et dont on précisera
le rayon. Construire ce cercle.
2) Construire les points A, B, C et D.
. . Z, -2
3) Déterminer le module et un argument de 2—=5.
Zg — I

4) En déduire la nature du triangle BCD.
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Exercice 7 (2014)

Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormal direct (O; ﬁ,\?) d’unité graphique 1 cm, on

considére les points A, E et F d’affixes respectives z, =1+i, z; = —1++/3 et 7, :—(1+ J§)i .

A—ZF 4

1) Montrer que Z = .
) q za~2g  1+(2-3)°

ZA—ZF
ZpA—ZE

3) Que peut-on en déduire pour les points A, E et F ? Justifier.

2) En déduire un argument de

4) Placer les points A et E et F dans le plan.

Solution des exercices3a 7

Ex.3: 1) 222 = . = 7,
2) 22 = —/3i
ZpA—ZF

3) La droite (AF) est une médiatrice du triangle DAC
car (AF) est la médiatrice du segment [CD]
F est le milieu du segment [CD]
FAFC)=— .
“") (4F) L (CD) car {( )=3

F € [CD]
Ex.4:
3) MesurePrincipale(EB, EA) = get % = 1, d'ol ABE est un triangle isoscéle rectangle en E.
2 .
Ex.5: 1)b=2e3""
3) ca_ V3 + 3 : MesurePrincipale(E, R) =z :BAC = z
b—a 4 4 3 3

Ex.6:1) OA=0B =0C = 0D = 3; A, B, Cet D sontsur le cercle de centre O et de rayon 3.
Zp—Zc Zp~Zc\ _ T
3) Zp—Z¢ ) T2
4) Le triangle BCD est rectangle en C car MesurePrincipale(CB,CD) = %
Ex. 7 :2) ArgumentPrincipal (ﬂ) =0.
ZA—ZE

3) Les points A, E et F sont alignés car MesurePrincipale(ﬁ, ﬁ) =0.

= \/3_§; ArgumentPrincipal (

ZB—Zc
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4. Transformations
TRANSLATION
Soit  Z' I'affixe du point M’
z l'affixe du point M
t l'affixe de la translation de vecteur £(t,; t,).
Alors:
z'=z+t oz —z=t
(—4 ZM—M; = Zf
& M’ est I'image du point M par la translation de vecteur £,

-
I
/ Y
M
M MA
AN 0
0.
3 .
v /\7\) )
HOMOTHETIE
Soit  Z' I'affixe du point M’
z l'affixe du point M
z. I'affixe du point C
k un réel non nul.
Alors:
z' —z.=k(z—2;) © zgp; =k zg;
& CM =k CM
< M’ est I'image du point M par I'homothétie de centre C et de rapport k.
A\
__)‘.
s
\
> ~ /
0|
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ROTATION

Soit  Z' I'affixe du point M’
z l'affixe du point M
z,. I'affixe du point C

6 un réel.
Alors:
Si z # z, alors
, i0 z'—z, i0
7' —z.=e"%(z—-2z) S —~=¢
Z-Z¢
CMr
ik
[—t

MesurePrincipale (fl\_/i, C—M;) = ArgumentPrincipal(e')

& M’ est I'image du point M par la rotation de centre C et d'angle 6.

Siz =z, alors
z' —z.=e%(z-2z) oz —2,.=0
oz =z.=z
& M’ est I'image du point M par la rotation de centre C et d'angle 6.

On a donc toujours:
z' —z,=e%(z—1z,) © M estlimage du point M par la rotation de centre C et d'angle 6.

N /
1 M
I A

4
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Exercice 1

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; v). Soient le point D(—1 + 2i) et
le point Q(2 — 7).

a)
b)

c)

d)

Placer les points D et Q dans le plan.

Déterminer I'écriture complexe de la translation de vecteur £(3 — 2i).
Calculer I'affixe du point D' I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D’ dans le plan.

Déterminer I'écriture complexe de I'nomothétie de centre Q et de rapport 2.
Calculer I'affixe du point D"’ I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D" dans le plan.

Déterminer I'écriture complexe de la symétrie centrale de centre Q.
Calculer I'affixe du point D"’ I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D'’ dans le plan.

Déterminer I'écriture complexe de la rotation de centre Q et d'angle %.

Calculer I'affixe du point D' I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D"’ dans le plan.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; v). Déterminer, dans chacun des
cas suivants, la transformation géométrique qui au point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’

telle que:
Q) z7+z=0
b) z' —z=2i
c) z+3—-2i=i(z+3-2i)

d)

' =24+i=-2(z—-2+1)
Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; v).

a)

b)

Soit t la translation qui applique le point A d'affixe 4 — 5i sur le point A’ d'affixe —3 + i.
Déterminer le vecteur £ de cette translation. Déterminer t(z).

Dans le plan, placer les points A, A’ et représenter le vecteur .

Soit r la rotation de centre C(2 + 3i) et d’angle 6 avec 6 € |—m; ] qui applique le point B
d'affixe —2 + i sur le point B’ d'affixe 4 + /3 + (4 — 2V3)i.

Déterminer I'angle 6 de cette rotation. Déterminer r(z).

Construire dans le plan les points C, B et B'.

Soit r la rotation d'angle _T" qui applique le point D d'affixe 2 + i sur le point D’ d'affixe 4 — i.
Déterminer le centre E de cette rotation. Déterminer r(z).

Placer dans le plan les points E, D et D'.

Soit h I'hnomothétie de centre G (1 + 4i) qui applique le point F d'affixe 2 + 6i sur le point F’
d'affixe —2 — 2i.

Déterminer le rapport de cette homothétie. Déterminer h(z).

Construire dans le plan les points G, F et F'.

Soit h la symétrie centrale qui applique le point H d'affixe 3 + 2i sur le point H' d'affixe

—2 + 4i.

Déterminer le centre I de cette symétrie centrale. Déterminer h(z).

Construire dans le plan les points I, H et H'.

10
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Exercice 4 (facultatif)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; v). Soient le point D(2 — 2i) et le
point Q(1 — 2i).
a) Placer les points D et Q dans le plan.
b) Déterminer I'écriture complexe de la translation de vecteur AB ol A(—2i) et B(2 +1).
Calculer I'affixe du point D’ I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D' dans le plan.

c) Déterminer I'écriture complexe de I'homothétie de centre Q et de rapport — %

Calculer I'affixe du point D"’ I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D" dans le plan.

d) Déterminer I'écriture complexe de la symétrie centrale de centre Q.
Calculer I'affixe du point D"’ I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D"’ dans le plan.

e) Déterminer I'écriture complexe de la rotation de centre ( et d'angle _7"

Calculer I'affixe du point D" I'image du point D par cette transformation.
Construire le point D'’ dans le plan.

Exercice 5 (facultatif)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; v). Déterminer, dans chacun des
cas suivants, la transformation géométrique qui au point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’
telle que:

a) z' —2=—-z+4+2

b) z/=2z-3-i

c) z' —3i=-i(z—-3i)

d) z'+4+3i=2(z+4+30)

e) z—2+43i=—2z+2-3i

f) zZ=z+4i

Q) z' =iz

hy z' = _?12

Exercice 6 (facultatif)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; ).

a) Soit t la translation qui applique le point A d'affixe 2 + 3i sur le point A’ d'affixe —2 — 2i.
Déterminer le vecteur £ de cette translation. Déterminer t(z).
Dans le plan, placer les points A, A’ et représenter le vecteur .

b) Soit r la rotation de centre C(6 — i) et d’angle 6 avec 8 € |—m; ] qui applique le point B
d'affixe —2 — i sur le point B’ d'affixe 6 — 4v/3 + 3i.
Déterminer I'angle 8 de cette rotation. Déterminer r(z).
Construire dans le plan les points C, B et B'.

c) Soit r larotation d'angleg qui applique le point D d'affixe 5 + 2i sur le point D’ d'affixe

—2 + 5i.
Déterminer le centre E de cette rotation. Déterminer r(z).
Construire dans le plan les points E, D et D'.
d) Soit h I'nomothétie de centre G(—2 + 3i) qui applique le point F d'affixe 4 + i sur le point F’
d'affixe 1 + 2i.
Déterminer le rapport de cette homothétie. Déterminer h(z).
Construire dans le plan les points G, F et F'.
e) Soit h la symétrie centrale qui applique le point H d'affixe —2 + 2i sur le point H' d'affixe
2 + 21.
Déterminer le centre I de cette symétrie centrale. Déterminer h(z).
Construire dans le plan les points I, H et H'.

11
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Ex. 1:
b)
c)
d)
€)
Ex. 2
a)
b)
c)
d)
Ex. 3:
a)
b)
c)
d)
€)
Ex. 4.
a)
b)
c)
d)
Ex. 5:
a)

b)
c)
d)
e)

)
9)

h)
EXx. 6:
a)
b)
c)
d)
€)

Solutions des exercices 1 a 6

7' =2z+4+3-=2i,zy =2
zZ—2-1)=2(z—(2-1)),zpn = —4+5i
Z’—(Z—i)=—(Z—(2—i)),ZDm=5—4i

2 —@2-)=e%(z=@2-0)) zpm=2-3VZ—i

C'est la symétrie centrale de centre O, c'est-a-dire I'hnomothétie de rapport —1 et de centre 0.
C'est la translation de vecteur £(2i).
C'est la rotation de centre A(—3 + 2i) et d'angle g

C'est I'nomothétie de rapport —2 et de centre B(2 — i).

t(=7 + 6i), t(z) = z — 7 + 6i.

6 =2?”,r(z) :eiz?n(z—2—3i)+2+3i.

zg =2 —2— (1 +\/§)i, r(z) = ei_Tn(z — Zg) + zg
k=-3h(z) =-3(z— (1+4))+1+4i

z; = %+ 3i,h(z) = —(z—z) + z,.

zZ'=z+2+3i,zy =4+1

Z —(1-20)= —%(z—(l—Zi)),an =~ -2
Z—(1-20)=—(z— (1 —20)), zpm = —2i
Z—(1-20)=—-i(z—(1-20)),zpm =1-3i

C'est la symétrie centrale de centre A(2), c'est-a-dire I'nomothétie de rapport —1 et de centre
A(2).

C'est la translation de vecteur £(—3 — i).

C'est la rotation de centre A(3i) et d'angle _7”

C'est I'nomothétie de rapport % et de centre B(—4 — 3i).

C'est la symétrie centrale de centre C(2 — 3i), c'est-a-dire I'nomothétie de rapport —1 et de
centre C(2 — 3i).

C'est la translation de vecteur £(41).

C'est la rotation de centre O et dangle g

C'est I'nomothétie de rapport _?1 et de centre 0.

t(—4 — 50), t(2) =z—4- 5i.
0="r@=e%(z-6-0)+6-L
zg=0,r(z) =iz

k=~ h(z) = (z— (-2+30) -2 +3i.
z; =2i,h(z) = —(z—z) + z,.

Complexes
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Exercice 7

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0; u; v). Compléter le tableau ci-

dessous.

Transformation

Ecriture complexe

Translation de vecteur d'affixe —3i.

Symétrie de centre () d'affixe w = 2 + 4i.

Homothétie de centre (3 — 2i) et de rapport
—2.

Rotation de centre Q(—3i) et d'angle — 2?”

2 4+1-3i=—-4(z+1-3i)

z' =2i=1i(z—2i)

2 —2-3i=—(z—2-30)

z' ' =z-—3

Homothétie de centre 1(0) et de rapport 2.

Rotation de centre (1(3) et d'angle %.

z'=z+3—4i

Z'+2=-2i=—(z+2-2i)

Symétrie d'axe (0; u).

Complexes
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Solution de ’exercice 7

Transformation

Ecriture complexe

Translation de vecteur d'affixe —3i.

z'=z—-3i

Symétrie de centre () d'affixe w = 2 + 4i.

z'— 2 +40) =—-(z— (2+4i))

Homothétie de centre (3 — 2i) et de rapport
—2.

z'—(3—-2i) =-2(z— (3—-20))

Rotation de centre (—3i) et d'angle — %ﬂ

—2T
z' +3i=e"3 (z+3i)

Homothétie de centre (1(—1 + 3i) et de rapport
—4.

2 +1-3i=—-4(z+1-3i)

Rotation de centre (1(2i) et d'angle g

z' =2i=1i(z - 2i)

Symétrie centrale de centre () d'affixe
w =2+ 3i.

z'—=2-3i=—(z—-2-3i)

Translation de vecteur d'affixe —3.

Homothétie de centre 1(0) et de rapport 2.

Rotation de centre (3) et d'angle %.

.TT
z' —3=e"6(z—3)

Translation de vecteur d'affixe 3 — 4i.

z'=z4+3—-4i

Symétrie centrale de centre d'affixe —2 + 2i.

Z' +2—-2i=—(z+2—2i)

Symétrie d'axe (0; u).

z =2z

Symétrie d'axe (0; V).

Complexes
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5. Distances et aires avec les transformations

Rappel: La translation, la symétrie centrale et la rotation conservent les distances et les aires.
L'homothétie de rapport k multiplie les distances par |k| et les aires par k2.

Exercice 1

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; v) d'unité graphique 2 cm. Soient
. . 7\2 3\2 52
le point Q(2 + i) et le cercle (C): (x - E) + (y - E) = (Z) :
a) Donner les coordonnées de I, le centre du cercle (C).
Donner le rayon r du cercle (€) en unités de longueur et ensuite en cm.
Calculer l'aire de (C) en u. a. et ensuite en cm?.

Placer le point Q et le cercle (€) dans le plan.
b) Déterminer I'écriture complexe de la translation d'affixe (—2 + é)

Soit (€") I'image du cercle (C) par cette translation.
Déterminer les coordonnées de I', le centre du cercle (C").
Donner le rayon r’ du cercle (C") en unités de longueur et ensuite en cm.
Déterminer I'équation réduite du cercle (C').
Calculer I'aire de (C") en u. a. et ensuite en cm?.
Construire le point I’ et le cercle (") dans le plan.
c) Déterminer I'écriture complexe de I'homothétie de centre Q et de rapport —2.
Soit (') I'image du cercle (C) par cette homothétie.
Déterminer les coordonnées de I', le centre du cercle (C'").
Donner le rayon r'’ du cercle (C'") en unités de longueur et ensuite en cm.
Déterminer I'équation réduite du cercle (C'").
Calculer I'aire de (C'") en u. a. et ensuite en cm?.
Construire le point I"' et le cercle (C'") dans le plan.
d) Déterminer I'écriture complexe de la symétrie centrale de centre Q.
Soit (€"") I'image du cercle (C) par cette symétrie centrale.
Déterminer les coordonnées de I'”', le centre du cercle (C'").
Donner le rayon r'"" du cercle (C""") en unités de longueur et ensuite en cm.
Déterminer I'équation réduite du cercle (C"").
Calculer l'aire de (C""") en w. a. et ensuite en cm?.
Construire le point I'"" et le cercle (€""") dans le plan.
e) Déterminer I'écriture complexe de la rotation de centre ( et d'angle _7"

Soit (C""") I'image du cercle (C) par cette rotation.

Déterminer les coordonnées de I'"”, le centre du cercle (C"'").

Donner le rayon """ du cercle (C"'"") en unités de longueur et ensuite en cm.
Déterminer I'équation réduite du cercle (C"'").

Calculer I'aire de (C'""") en u. a. et ensuite en cm?.

Construire le point I''"" et le cercle (C'""") dans le plan.

Solution de I’exercice 1

) 1(+350)r =5 =3 om Ay = Tnwa="wom’

b) z/=2z-2 +é, I G+ Zi), =1 Apeny =Ag

) 2'=Q+D)==-2(z-2+)), "D, r" =21, Ay =4 A

d) 27—+ =—(z=@+D) 1" (3+31), 7" =71, A = Ag)
:

e) 7 (2 + l) — —i(Z _ (2 + l)) ’ 7 (g _ l), P = T, CA(C’””) = CA(C)
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6. Maturitas écrites de 2014 et 2015

Exercice 1 (2015)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (0; u; v) d unité graphique 1cm.
On considere les points A et B d"affixes respectives z, = 1 et zg = 3 + 4i.

Soit C et D les points d"affixes respectives z; = 2v3 + i(—2 —V3) et z, = —=2v/3 +i(-2 +V3).

5)
6)

7)

8)

Montrer que I"'image du point B par la rotation de centre A et d"angle 2?" est le point D.

En déduire que les points B et D sont sur un cercle (C) de centre A dont on déterminera le
rayon.

Soit F, I'image du point A par I"homothétie de centre B et de rapport S

a. Montrer que I"affixe z; du point F est —2i.
b. Montrer que le point F est le milieu du segment [CD].

c. Calculer Z=ZE Donner la forme exponentielle de 2= EF
ZpA—Z F ZA—ZF
d. En déduire que la droite (AF) est une médiatrice du triangle DAC.
Construire les points A, B et F.
En utilisant la rotation mentionnée dans I"exercice, construire le point D.
Ensuite, construire le point C.

Laisser les traits de construction apparents.

Exercice 2 (2015)

1. a. Résoudre dans C I’équation (E): z2 — 6z + 13 = 0.
b. Déterminer les réels a et b tels que
Vz€ Cz3—-922431z2—-39 = (z—3)(z% + az + b).
c. En déduire les solutions de I’équation z3 — 922 + 31z — 39 = 0 dans C.

2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (0, i, ¥) d’unité graphique 2 cm.
Soient A, B, E et F les points d’affixes respectives :
Zp =3+ 2i,zg =3—2i,zp =1,z = 3.
1) Placer A, B, E et F dans le plan complexe.
2) Prouver que ZA~7E — i,
ZB—ZE

3) En déduire la nature du triangle ABE.

3. Soit h I’homothétie de centre B telle que h(4) = F
1) Pour tout point M d’affixe z, on note z' I’affixe de M' = h(M).
Exprimer z' en fonction de z.
2) Déterminer z; I’affixe du point I = h(E). Placer le point I.
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Exercice 3 (2015)

Les deux parties sont indépendantes et peuvent étre traitées individuellement.
Partie A:

1) Montrer que z, = 2 est une racine évidente du polynéme

P(z)=2z3+2V3iz2—222—4z—4\/3iz+8.
2) Resoudre dans I"ensemble des nombres complexes | équation
22 +2V3iz?—222—4z—-4J3iz+8=0.

Partie B:
Soit le plan complexe (P) muni d"un repeére orthonormal (0; i, v) d"unité graphique 2 cm. On note
A, B, C les points d"affixes respectivesa = 2, b = —1 — i/3, ¢ = 2 — 3i.

4) Réécrire b sous forme exponentielle.

5) Construire les points A, B,C dans le plan (P). On complétera la figure au fur et a mesure de

I"exercice.
6) Calculer g . En déduire la mesure de I’angle géométrique au sommet A du triangle ABC.

7) Soit r larotation de centre A et d’angle —%.

a) Donner I"écriture complexe de la rotation r.
b) Déterminer I"affixe du point C’, I'image du point C par r. Placer C.
8) Que représente la droite (AC") pour le triangle ABC?

Exercice 4 (2015)
Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

On considere, dans I"'ensemble des nombres complexes, I"équation suivante:

(E): z3 + 2z — 16 = 0.

1) Montrer que 2 est une solution de (E), puis que (E) peut s"écrire sous la forme:
(z—2)(az? +bz+c)=0 oUa, b etcsontdes réels que I"on déterminera.

2) En déduire les solutions de I"équation (E) sous forme algébrique.

Partie B
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (0; U 7).
1) Placer les points A, B et D d affixes respectives: z4, = —2 — 2i zZgp =2 zZp = =2+ 2i.

2) Calculer I"affixe z. du point C pour que ABCD soit un parallélogramme. Placer C.
3) Soit E I'image du point C par la rotation de centre B et d"angle _7" et F I"image de C par la

rotation de centre D et d’angle% :

a) Vérifier par calcul que I’affixe du point E est z; = 6, et que ’affixe du point F est zp = —4 +
6i.
b) Placer les points E et F.
4)
ZF—ZA __
ZE—ZA o

b) En deduire la nature du triangle AEF.

a) Veérifier que L.
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Exercice 5 (2014)
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A
Soit f(z)=2z"—-9z°+81 un polyndme défini sur C.

1°) Vérifier que f (z) = <22 +34/32 +9)(z2 ~33z +9) .

2°) Déterminer les solutions de I’équation f (Z) =0.

Partie B
1°) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O; u, V) d’unité graphique 2 cm.
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z, = ¥+gi , I = ¥_§i :
33 3 33 3.
c=—————i et zg=—""—+=1i.
2 2 2 2
a) Montrer que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle de centre O et dont on précisera le
rayon.

Construire ce cercle.
b) Construire les points A, B, C et D.

] . Z, -1
2°) a) Déterminer le module et un argument de —2—=<,
Zg —Z¢

b) En déduire la nature du triangle BCD.

3°) On note r la rotation de centre O et d’angle % qui a tout point M d’affixe z, associe le point M

d’affixez’.
a) Donner I’écriture complexe de .
b) Montrer que le point A est I’image du point B par r.

Complexes
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Exercice 6 (2014)
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A
1°) Résoudre dans C I’équation suivante : z° —3J3z+9=0.

On notera z, et z, les solutions trouvées, z, étant la solution de partie imaginaire positive.

2°) Déterminer le module et un argument de z, et z, et ecrire leur forme trigonometrique.

Partie B

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O;G,\?) d’unité 1 cm. On considere les points A et
i

B d’affixes respectivesz, = 36 et z;,=3e °.
1°) a) Démontrer que A et B sont situés sur le cercle (I') de centre O dont on précisera le rayon.

b) Placer les points A et B. On complétera la figure au fur et a mesure de I’exercice.

2°) On considere la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z, associe le point M

d’affixe z' tel que: z'=[—%+i§jz.

a) Déterminer la nature de la transformation f et préciser ses éléments caracteéristiques.
b) Déterminer la forme algebrique de z, et z;.
—3\@ +§i :

c) Soit A'I’image de A par f. Vérifier que I’affixe de A’ est z, =— 5

d) Determiner un argument de Zs ~Za  En déduire la nature du triangle A'AB.
Z,-12,

19
Complexes



Exercice 7 (2014)
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
Partie A

On considére I’équation (E):z*+4 =0 ot z est un nombre complexe.

1°) Soit le nombre z, = ﬁelz . Déterminer une forme trigonometrique et la forme algébrique de z, et
montrer que z, est solution de (E) .
2°) Montrer que (E) est équivalente & (z° —2z+2)(z* +22+2)=0.

3°) En déduire les autres solutions de (E) Donner les résultats sous forme algébrique.

Partie B

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O; l],\?) d’unité graphique 1 cm, on

considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z, =1+i, z; =—1+i, z. =-1—-i et z;, =1-1i.

7T
qui a tout point M d’affixe z, associe le point M 'd’affixe

Soit r la rotation de centre C et d’angle — 3

Z.
On appelle E I’image du point B par r et F 1’image du point D par r.

1°) Déterminer 1’écriture complexe de la rotation r.

2°) a) Démontrer que z. =—1++/3 et Z: =—(1+\/§)i :

- 4 oo _
b) Montrer que La%e ~. En déduire un argument de Za"le
Zpn— L 1+(2—\/§) Zpn— ¢

Que peut-on en déduire pour les points A, E et F ? Justifier.
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Exercice 8 (2014)
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A

On considére dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation (E): z° —2z° +12z+40=0.

1°) Montrer que —2 est une solution de (E).
2°) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que z° —2z° +12z+40=(z+ 2)(az2 +bz +c) .

3°) En déduire les solutions de I’équation (E).
Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O;G,V) d’unité graphique 1 cm.

1°) Placer les points A, B et C d’affixes respectives z, =2+4i, z, =2—-4i et z, =-2.

On complétera la figure au fur et a mesure de 1’exercice.

2°) a)Vérifier que 222 —j ,

B~ Zc
b) En déduire la nature du triangle ABC. Justifier.

3°) Soit r la rotation de centre A et d’angle %

a) Montrer que I’image du point C par r est le point D d’affixe z, = 2+4(1—\/§)i .

b) Calculer les affixes des vecteurs AD et AB.
c) Montrer que les points A, B et D sont alignés.
d) Déterminer le rapport de I’homothétie h de centre A qui transforme D en B.

Complexes
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7. Maturitas écrites de 2018

Exercice 1 (2018)

1) Résoudre dans C I’équation : z2 — 2v/2 z + 4 = 0. On désignera par z, la solution dont la
partie imaginaire est positive et par z, 1’autre solution.
2) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormal direct (0; %, ¥) (unité : 1 cm), on

consideére le point M, d’affixe z, = V2 + iv2, le point M, d’affixe z, = V2 — iv/2 et le point
A daffixe 24 = 22

3)

Complexes

a.

Déterminer I’affixe z; du point M5, image de M, par I’homothétie h de centre A et de
rapport —3.
Déterminer I’affixe z, du point M,, image de M, par la rotation r de centre O et

d’angle —g .
Placer dans le plan les points A, M;, M,, M5 et M,.
On complétera la figure au fur et a mesure de 1°exercice.

Prouver que le point I, milieu du segment [M;M,] a pour affixe:

ZI = _\/i + l\/i
Déterminer I’affixe z5 du point Ms, le symétrique de M; par rapport a I.
Montrer que 2—2 = —;
Z4—2Zq

En déduire que M; M;M<M, est un carré.
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Exercice 2 (2018)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (0; i, ¥) d"unité graphique 2 cm.
Partie A

On considere le polyndme de variable complexe z :

P(z) =z —(2V3+3i)z2+ (4+6i)z—4V3i .

1) Démontrer que v/3 i est une racine de P.
2) Montrer que P(z) = (z—V31i)(z% —2V3 z + 4).
3) En déduire les solutions de I"équation P(z) = 0.

Partie B

On considére les points A d"affixe z, = V3 — i, B d’affixe zz = v/3 + i et C le milieu du segment
[OB] d"affixe z..

1) Vérifier que I"affixe de C est z, = ? + %i et déterminer une forme trigonométrique pour
chacun des nombres complexes z4, zg et z..

2) Placer avec précision les points A4, B et C dans le plan.

3) Montrer que le triangle OAB est équilatéral.

4) Soit D I"'image de C par la rotation r de centre O et d’angle _7" et E I'image de D par la

translation t de vecteur 2v.

Placer les points D et E sur la figure.
5) Déterminer I"affixe z,, du point D et montrer que le point E a pour affixe

Zg =%[1+i(4—\/§)]

6) Montrer que OE = BE = /5 — 2+/3. Que pouvez-vous en déduire sur la nature du triangle
OEB.

Complexes
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Exercice 3 (2018)

QCM - Les questions de cet exercice sont indépendantes. Pour chaque question, une seule réponse est
exacte. Noter sur la copie la lettre correspondante a la réponse choisie et donner la justification de
cette réponse. Une bonne réponse non justifiée ne rapportera que 0,25 point.

1) L’ensemble des solutions de 1’équation z3 + (6 — i)z2 + (25 — 6i)z — 25i = 0 est:
a) {i; —3+4i}
b) {i; =3 + 4i; —3 — 4i}
c) {—i; —3+4i; -3 —4i}
d) {i; -3+ 8i; —3 —8i}
2) Soit le nombre complexe z = 1_—_31 :

)+ =20 (cos (20) - on (20)
0 2220 (cos () 5 ()
9 #=20cos () v 150 (2)
0 #=(eos (39 + s ()

3) Soit le nombre complexe z = (—v/3 — i)'
a) _3& est un argument de z
b) 2?" est un argument de z
c) _T" est un argument de z
d) g est un argument de z
4) Dans le plan complexe on donne le point C d’affixe i. L’écriture complexe de la rotation de centre
C et d’angle _2—” est :
Q) z'=iz+i—-1

by zZ=—iz+i+1
c) zZ=—-iz+i—-1
d z'=z+i
5) A tout nombre complexe z # 3, on associe le nombre complexe z’ défini par : z' = Z:’; :

L’ensemble des points M d’affixe z tel que |z'| = 1 est:
a) Un cercle de rayon 1.
b) Une droite privée d’un point.
c) Un cercle privé d’un point.
d) Une droite.
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Exercice 4 (2018)

PARTIE A
On considére le polynéme P(z) = z3 — 4 z? + 48 z + 320, ou z est un nombre complexe.
1) Calculer P(—4).
Interpréter le résultat.
2) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que, pour tout nombre complexe z on a:
P(z)=(z+4)(az?+bz+c).
3) En déduire les solutions de I"équation P(z) = 0.

PARTIE B
Le plan complexe est muni d"un repere orthonormal direct (0; 1, v) d unité graphique 1 cm.
On considere les points A, B et C d”affixes respectives:

Zy=4+8i,zg=—4 etz =4-8i.

1) Placer les points A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I"exercice.

2) Calculer le module et un argument du quotient % .
C™4B
3) Donner leurs interprétations géometriques.
En déduire la nature du triangle ABC.
4) Soit F I'image du point A par la translation de vecteur BC .

Déterminer I"affixe zx du point F.
5) Déterminer la nature du quadrilatéere ABCF .

Complexes
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8. Une Maturita écrite de 2012

Exercice 1

Exercice

QCM - Pour chacune des questions ci-dessous, exactement une réponse est correcte. Noter sur la
copie la lettre correspondant a la réponse choisie et donner la justification de cette réponse. Chaque
bonne réponse avec la justification rapporte 0,75 point, chaque bonne réponse sans justification
rapporte 0,25 point, [’absence de réponse ou une réponse fausse vaut 0 point.

Les questions sont indépendantes.

Dans les questions suivantes le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O; u ,\7) .

1. Soit z un nombre complexe ; une solution de 1’équation 2z2+Z =9+1 est:

a)3 b) i c) 3+i d) aucune réponse correcte
2. Soitz un nombre complexe ; [z +i| est égal & :

a) fiz+1 b) [z-1 c) |z]+1 d) aucune réponse correcte

) , ~1+i/3
3. Soit z un nombre complexe non nul d’argument . Un argument de ———— est:
z
Vd 2r 2r .

a) —§+ 0 b) ?+ 0 C) 3 -0 d) aucune réponse correcte
4. Soit n un nombre naturel. Le complexe (\/§+i)n est un imaginaire pur si, et seulement si :

a) n=3 b) n=6k+3,kell ¢) n=6k,kell d) aucune réponse correcte
5. Soient A et B deux points d’affixes respectives 1 et —1. L’ensemble des points M d’affixe z
vérifiant lz—i|=|z+1] est:

a) la droite (AB) b) le cercle de diamétre [AB]

¢) la droite perpendiculaire & (AB) passant par O d) aucune réponse correcte
6. Soient A et B deux points d’affixes respectives 4 et 3i. L’affixe du point C tel que le triangle

ABC soit isocéle avec (EE) :g est

a) 1-4i b) —3i c) 7+4i d) aucune réponse correcte
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9. Coniques
Exercice 1

Dans le plan rapporté au repére orthonormé direct (0; u, v), on considére I’application du plan qui a
tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' = 3zZ — z? — 4z.
Onposez=x+iyetz' =x'+ iy avecx, x', y et y’ des nombres réels.

1. Exprimer x’ et y' en fonction de x et de y.

2. Déterminer I’ensemble (F) des points des M d’affixe z tels que z’ soit un réel.

3. Démontrer que I’ensemble (G) des points des M d’affixe z tels que z’ soit un imaginaire pur
est une conique dont on déterminera I’équation réduite et la nature.

4. Représenter sur une méme figure les ensembles (F) et (G).

Solution de I’exercice 1

1.
z' =3zz—2z>—4z=3(x+iy)x—iy)—(x+iy)> —4(x +iy)
= 3x2% — 3i%y? — x? — 2ixy — i%y? — 4x — 4iy = 2x? — 4x + 4y? + i(—2xy — 4y)
x' = 2x? — 4x + 4y?
y'=—2xy—4y

2.
z'estunréel ©y' =0
& 2xy—4yoy(-2x—4)=0
<y=0ou —2x—4=0
©y=0 ou x=-2
(F) est la réunion de la droite d’équation y = 0 et de la droite d’équation x = —2.

3.

z' est un imaginaire pur © 2x2 —4x+4y2 =0
©x2—-2x+2y2=0
©x?2-2x+1+2y2=1

—1)2 2
s =1
1 2 )
(G) est ’ellipse de centre Q(1; 0) d’axe focal (2x) avec a? = 1 et b? = =
1 1
czzaz—b2=1—§=§
Dans (2; U, v), de sommets principaux A(1;0) et A'(—1;0)

de sommets secondaires B(0; ‘/2—5) et B'(0; _T‘/E)

de foyers F(g; 0) et F’(_Tﬁ; 0).
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Exercice 2

On considére le plan muni d’un repére orthonormé direct (0; 1, v). On appelle s la transformation qui
a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel que z’ = 2z? — 3z% + z — g
Onposez=x+iyetz =x"+ iy avecx, x', y et y’ des nombres réels.

1. Exprimer x’ et y’ en fonction de x et de y.

2. Déterminer I’ensemble (F) des points des M d’affixe z tels que z' soit un réel.

3. Démontrer que ’ensemble (G) des points des M d’affixe z tels que z’ soit un imaginaire pur
est une conique dont on déterminera 1’équation réduite et la nature.

4. Représenter sur une méme figure les ensembles (F) et (G).

Solution de ’exercice 2

z' =22‘2—322+Z—§=Z(x—iy)z—3(x+iy)2+(x+iy)—§
= 2x% 4 2i%y? — 4xiy — 3x? — 3i*y? — 6xiy + x + iy —;
=—x2+x+y2—§+i(—10xy+y)

5

x’=—x2+x+y2—z

y' =-10xy +y

2.

z' estunréel &y’ =0

< —-10xy+y=0
©y(-10x+1)=0
©y=0ou —10x+1=0
1
©y=0 ou X =T 1

(F) est la réunion de la droite d’équation y = 0 et de la droite d’équation x = S

3.

z' est un imaginaire pur & —x2+x+y*— g =0

(:)xz—x—y2+§=0
2 _ 1 _ 2 5 (1)
<X x_:(z) Y= 2+(2)

1 2_ 9

= (-3 =

@@%f_gzl
4

1 2
o) Ly
3 n ; ;
s 1 5 9 3 9 3
(@) est I’hyperbole de centre Q (E ; 0) d’axe focal (f2y) avec a? = = (E) et h2 = 2= (E) .
2
18 (32
2 — 42 b2 —__ _[==
c a“ + 7 ( > )
Dans (2; 4, 7), de sommets principaux A(0; g) et A'(0; _73)

de sommets secondaires F (0; ?’Zﬁ) et F'(0; %ﬁ)
d’asymptotes d’équations ¥ = X et = —X .
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10.Similitudes directes

Théoréeme:  Une transformation du plan est une similitude directe
si et seulement si
son écriture complexe est de laforme z' = az + baveca € C* et b € C.
Propriété:
Quand a = 1, la similitude directe est la translation de vecteur ¢ d'affixe b;
Son élément caractéristique: £(b).
Quand a # 1, la similitude directe est la composée de la rotation de centre () (1%)
et d'angle 6 qui est égal a I'argument principal de a
suivie de I'nomothétie de centre Q et de raport k qui est égal au module de a,
(ou alors I'inverse: I'nomothétie suivie de la rotation, ce qui est équivalent);

Ses eélements caractéristiques: Q, 9, k.
Preuve de la propriété :

CAS a=1:

z'=z+b

La similitude directe est la translation de vecteur ¢ d'affixe b.
CAS a+1:

Posons a = ke'® et O (L) .
1—-a
y—zqg=e%(z—z9) ©@y=e%(z—12q) +2q
z' —zg=k(y—zq) ®z' =k(y —zq) + zq
&z =k(e®(z —zq) + zq — zq) + 2g
oz =kez—ke%zy + zq

, b b
o7 = —
= as 211—0, 1-a
1—-a

oz =az—->b
La similitude directe est la composée de la rotation de centre ( et d'angle 0 suivie de
I'nomothétie de centre Q et de raport k.
De maniére similaire, on peut prouver que la similitude directe est la composée de I'nhomothétie
de centre Q et de raport k suivie de la rotation de centre Q et d'angle 6.

c.g.f.d.
Exercice 1
Donner les élements caractéristiques des transformations suivantes :
a) z'=—z+4+2i b) z'=z—-3+2i
c) z2=>0+1i)z d z'=(-3-30)z—7+1i
e) z/=2z+3-2i f) z=-2V3iz+3+6V3i
Exercice 2

Dans le plan rapporté au repéere orthonormal direct (O;ﬁ,ﬁ), on considére la transformation r qui a
tout point M d’affixe z associe le point A/’ d’affixe z’ =iz — 1 — 5i.

1. Déterminer la nature et les élements caractéristiques de r.
2. Placer le point A(1 — 2i) et son image A4’ par r dans le repére (O;ﬁ,ﬁ).
3. Donner une équation de I’image par r du cercle (C) de centre A et de rayon v3.
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Exercice 3

Dans le plan rapporté au repere orthonormal direct (O;ﬁ,ﬁ), on considere la transformation s qui a
tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z’' = (—2 — 2vV3 i)z + 6 + 4V3i.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de s.

2. Placer le point A(—2 + i) et son image A4’ par s dans le repére (0;ii, ).

3. Donner une équation de I’image par s du cercle (C ) de centre A et de rayon 2.
Exercice 4

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O;ﬁ,ﬁ).

On appelle s la transformation qui a tout point M(x,y) associe le point M’(x’,y') tel que :
x'=2x—-2y-2
{y’ =2x+2y+1

1. En posant z=x+iy et z'=x"+iy’, déterminer z’ en fonction de z.

2. Montrer que s est une similitude plane directe et déterminer ses éléments caractéristiques.
Solutions

Ex. 1:

a) k=1;0 =m; Q(2+ i); rem.: c'est une rotation d'angle 6 et de centre Q.
b) £(—3 + 2i); rem.: c'est une translation de vecteur .
¢) k=+2;0 = %; Q(0); rem.: c'est une similitude directe de rapport k, d'angle 0 et de centre Q.

d) k=3v2;0= _Tg’”; Q(—1 + i); rem.: c'est une similitude directe de rapport k, d'angle 6 et de
centre Q.

e) k=2;0=0; Q(—3 + 2i); rem.: c'est une homothétie de rapport k et de centre Q.

f) k=2V3,0= _7"; Q(3); rem.: c'est une similitude directe de rapport k, d'angle 6 et de centre Q.

Ex. 2:

1. k=1,0= %; Q(2 — 3i); r est une rotation d'angle 6 et de centre Q.

2. ZA = 1 _4l
3. (O):(x—1)2*+ (y+4)2 =3
Ex. 3:

1. k=4;0= _3&; Q(2); s une similitude directe de rapport k, d'angle 6 et de centre Q.
2. 74 =10+ 2V3 + (-2 +8V3)i

3. (©:(x—(10+ 2\/§))2 +(y—(-2+ 8\/5))2 = 64

Ex. 4:

1. zZ2=0Q2+2)z—-2+ i

2. k=2v2;0 = %; Q(—1i); s une similitude directe de rapport k, d'angle 6 et de centre Q.
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11.Formules d'Euler et linéarisation

Exercices a faire avec le professeur.

Exercice 1 (de théorie)

Sachant que e = cos @ + i sin ol 6 € R, déduisez les formules d'Euler:
cosf = l(ew +e7) et sing = l,(eie —e70),
2 21

Résolution
%(eie +e79) = %(cos 0 + isin@ + cos(—0) + isin(—0))
= %(cos 0 +isinf + cos(8) — isin(f)) = %(2 cos0)
= cos 6.
% eld — e=i0) = %(cos 6 + isin@ — (cos(—8) + isin(—6)))

= Zli(cos 6 + isin@ — (cos(6) — isin(6)))
1
=5 (cos @ + isin6 — cos(0) + isin(H))

1 .. .
= Z—i(ZLsmB)
=sinf.
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Exercice 2

a) A l'aide des formules d'Euler et la formule du binbme de Newton, linéariser les expressions
suivantes: cos3(x) cos(2x) .

b) En déduire le calcul de I'intégrale : [* cos®(x) cos(2x) dx

Résolution
a)
cos3(x) = (cos x)3
— 1 ix —ix ’ — 1 ix —ix 3
= E(e +e ) —g(e +e )
= g(C3f’(e”‘)3(e“")0 + Cf}(e”‘)z(e“")1 + Cg(e‘x)l(e“x)z + Cg(e‘x)o(e“x)?’)
1 ) ) . ; ) )
= 5(1613"1 + 3eiPXeTX 4 3ei¥ei2X 4 1.1, ¢713Y)
1, . . . .
— §(el3x + 3e* 4 37X 4 e—LBx)
cos(2x) = %(eiz" + e7i2%)
cos3(x) cos(2x) = l(ei3x + 3e* 4 37X 4 e‘i3x)l(ei2x + e7i2x)
— 1( 15x+3el3x+3elx+e—lx+elx+3e—1x+3e—13x+e—15x)
_ i6( 15x+e—15x 3 L3x+e—13x + 4 lx+e—lx)
8 2 2 2

1
=3 (cos(5x) + 3 cos(3x) + 4 cosx)

b) f(;:r cos3(x) cos(2x) dx

21
= f4 3 (cos(5x) + 3 cos(3x) + 4 cosx) dx
0

= l8 (sin(Sx) + sin(3x) + 4 sin x)lZ

5 0
MYl R PO I YL )
—8 5 sin 4 sm 3

-2
1[ - ~2 2 1(—V2 V2 1 24V2 3V2
== t—+4d— |-0=c(—+—=+2V2)c ——=—
G 2 2 g\ 10 ' 2 8 10 10
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Exercice 3

a) A l'aide des formules d'Euler et la formule du bindme de Newton, linéariser les expressions
suivantes: cos(6x) sin3(2x) .

b) En déduire le calcul de I'intégrale : [? cos(6x) sin®(2x) dx

Résolution
a)
cos(6x) = %(emx + e~i6%)
3
sin3(2x) — (sin(Zx))3 — (% (ein _ e—in)) — 8_:3(61'296 _ e—i2x)3 — ;_il(eizx _ e—izx)3
-1 . . . . . )
— a(C30(6,12x)3(_6,—1236)0 + C31(812x)2(_e—12x)1 + C?)Z(eLZx)l(_e—LZx)z
+ C;(ein)O(_e—in)?’)
-1 , . . . ) .
— g(1el6x1 4+ 3el4x(_e—12x) + 3812xe—14x +1.1. (_e—l6x))
— ;_il(eiéx _ 3ei2x + 3e—i2x _ e—i6x)
cos(6x) sin®(2x) = %(emx + e‘i6x);—l_1(ei6x — 3e!2X 4 3gi2x — gmioX)

= __1(ei12x — 38i8x + 3ei4x —1+1-— 3e—i4x + 3e—i8x _ e—i12x)

161 i12 i12 i8 i8 i i

1 ell2x_p—il2x el8X_p—i8x pl4x 4 p—idx
- 51(_ 2i 3 2i -3 2i )
= §(_ sin(12x) + 3 sin(8x) — 3 sin(4x))

b) [ cos(6x) sin®(2x) dx

= Jg % (—sin(12x) + 3 sin(8x) — 3 sin(4x)) dx
0

v

F (cos(le) 3 cos(8x) N 3 cos(4x)>l§

g\ 12 8 4

VA Vs
1 C05(12§) 3C05(8§)+3C05(4§) 1 (cos(0) 3cos(0)+3cos(0)
8 12 8 4 g\ 12 8 4
-1 -1

11 37+37 1(1 3+3>_1(1+3 3> 1(1 3+3)
8112 8 4 g\12 8 4/ 8\12 16 8/ 8\12 8 4
_1<3 3)_1—9_—9

~8\16 4/ 816 128
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Exercices a faire seul.
Exercice 4

a) A l'aide des formules d'Euler et la formule du binbme de Newton, linéariser les expressions
suivantes: cos3(2x) cos(5x) .

b) En déduire le calcul de I'intégrale : [? cos®(2x) cos(5x) dx

Exercice 5

a) A l'aide des formules d'Euler et la formule du binbme de Newton, linéariser les expressions
suivantes: cos(2x) sin3(4x) .
b) En déduire le calcul de I’intégrale : fgn cos(2x) sin3(4x) dx
2

Solutions

Ex.4: a) cos3(2x) cos(5x) = %(cos(llx) + 3 cos(7x) + 3 cos(3x) + cosx)
-5

b) JZ cos®(2x) cos(5x) dx = —

Ex.5: a) cos(2x) sin3(4x) = %(— sin(14x) — sin(10x) + 3 sin(6x) + SSin(Zx))
-16

s . 3 _ ~16
b) fg cos(2x) sin®(4x) dx = —_
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12.Equations trigonométriques
Propriété
Soit (4; B) € R? tel que (4; B) # (0;0).
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = Acosx + Bsinx.
Alors : f(x) = VA% + B?cos(8 —x) ou 6 = arg(A+ B i)
Preuve

Posonsz = A+ B i.
Soit 6 un argument de z.

z=|z|(cos@ +isinB) = |z|cosO +i|z|sin@ =+ A%+ B%2cosO + i+ A%+ B%sin6
A =+A?+ B?cos0

B =A%+ B?sinf

f(x) =+ A? + B%cosf cosx ++/A? + B?sinfsinx

f(x) =+/A? + B%(cos 0 cos x + sin 0 sin x)

f(x) =+/A? + B2 cos(6 — x)

c.q.f.d.
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Exercice 1

1) Montrer que pour tout x € R, v/3 cos 2x + sin 2x = 2 cos (g — Zx).

2) En déduire les solutions de I’équation v/3 cos 2x + sin 2x = 1 dans R.
3) En déduire les solutions de 1’équation v/3 cos 2x + sin 2x = 1 dans [0; 2r].

Solution

1)
Soit z = V3 + 1i.

|z|=1/\/§2+12=2

. V3 1, T .m A
\/§+11—2<7+§L>—2(cos€+151ng)—2cos€+1251ng

\/§=2cos%et1=251n%

V3cos2x +sin2x = 2cos%cos 2x+25in%sin 2x = Z(COS%COS 2x+sin%sin2x)
s
=2cos(g—2x)

2)

V3 cos2x +sin2x = 1 ssi 2 cos (E—Zx) =1
ssi cos (%— 2x> =
SSi g—Zx=§+k2n0u%—2x=%ﬂ+k2n,kez
ssi —2x=%+k2n0u—2x=?+k2n,kez
ssi 2x=——k2mou2x=-—k2n k€L
ssi 2x=%”+k2nou2x=§+k2n,kez
ssi x=;—:+knou=%+kn,kez

S={I—Z+kﬂ|kez}u{%+kn|kez}

N =

3)
_ 117t 23m w 57

- {E;T;Z;T}
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13.Equation du second degré a coefficients complexes

Exercice 1 - Cas ou le discriminant n'est pas un reéel
Factoriser P et ensuite résoudre I'équation P(z) = 0 dans C.

1)

1) P(2) =z2—(B+2i)z+5+1i
2) P(2) =iz%+(1—50)z+6i—2
3) P2)=(1+i)z?—-3z+2—1i

Solutions
Factorisation de P:
P(z)=z>—B+2))z+5+i.
A=b2—4ac=(-3+20)) —4(1)(5 +i) = 9+ 12i + 4i2 — 20 — 4i = —15 + 8i.
P(z) = a(z — z,)(z — z3)

ou z; = % et z, = % avec y? = A et I'argument principal de 1 appartient a]%";g].
Calculons .

Soit x et y deux réels tels que (x + iy)? = A.
(x+iy)?=x?4+2xiy+i?y?=x?>—-y)+iQxy)
doux?—y2=—-15¢et 2xy=8.
|Cx + iy)?| = (2 =y +i Qx| =2 -y2)2 + (2 xy)?
— \/(xz)z I (yZ)Z _ 2x2y2 n 4x2y2 — \/(XZ)Z 1+ (yz)z n szyz
= G715 = (2 )
d'ot x2 + y2 = ,/(—15)2 + 82 = /289 = 17.
x?—y?=-15 (E1)
Onadonc:{ 2xy =38 (E2).
x2+y2=17 (E3)
(E1) + (E3):2x? =2 x*=1© x = +1.
(E3) = (E1):2y?2 =32y =16 © y = +4.

Comme 2 x y = 8, on a que x et y sont de méme signe et donc: {;ﬁ z

¥ = 1 + 4i car l'argument principal de i appartient & ]_2—”2]
_—(-B+20))+ (@A +4) 4+6i

2, = 2D S—=2+3i
_—(-B+2))-+4) 2-2i
72 = 2(D) Tz T

P(z2)=a(z—2z)(z—2,) = (z -2+ 3i))(z -(1- i))

Résolution de I'équation P(z) = 0:

P(2) =0 @a(z—2z)(z—2,)=02z—2,=00uz—2,=02z=12, ouz =12,
Sz=243iouz=1-1.

S={2+3i;1-1i}.

2) S=1{2;3+1i}
3 s={13-31
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Exercice 2 - Cas ou le discriminant est un réel

Factoriser P et ensuite résoudre I'équation P(z) = 0 dans dans C.

1) P(2)=iz*?—-(B+2i)z+3

2) P(z) =—-z*+2iz+1

3) P(z)=5iz2+(3+5i)z+§

4) P(z)=-13z2+iz+;

5) P(z)=(1—2i) 22+ B —10)z+2
6) P(z) =—5iz2+4z+i

Complexes

(ici A > 0)
(ici A = 0)
(ici A < 0)
(ici A > 0)
(ici A = 0)

(ici A < 0).
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1)

2)

3)

4)
5)
6)

Solutions
Factorisation de P:
P(z)=iz>—-(B3+2i)z+3.
A=b?>—4ac= (—(3+2i))2—4(i)(3) =9+12i+4i>—12i =9 -4 =5,
A= /5.

_ ~(=G+20)+V5 _ 3+V5+2i i i(3+V5)+2i® _ —2+i(3+V5) 1— . 3+V5
1= 2(0) - 2 i 2i2 - -2 -7 =
2y = —(—(3+2'1))—\/§ —1— i3_\/§.
2(i) 2

P(z) =a(z—2z)(z—z,) = i<z B (1 - i3+2ﬁ)> (Z - (1 - l¥)>

Résolution de I'équation P(z) = 0:
P(z2) =0 ©alz—2)z—-—2,)=0z—2,=00uz—-2,=02z=2, 0ouz=2
. 3+V5 ,3—V/5

ouz=1—-i——.
2

Factorisation de P:

P(z) = —z*+2iz+1
A=b?—4ac=4i>-4(-1D)1)=—-4+4=0
—2i+0
2(-1)
P2)=alz—2z)(z—2z)=—(z—-i)(z—i)=—-(z—i)>
Résolution de I'équation P(z) = 0:

P2)=0 ©—-(z-)?’=0z—-i=0 ©@z=..

S ={i}.

Factorisation de P:

P(z) =5iz% + (3+ 50z +>.

A=b%—4ac=(3+50)? — 4(50) (g) =9 + 30i + 25i% — 30i = —16 = 42i2 = (4i)2.

Z1 = Zp = i

—(3+5i)+4i —-3—-i i -3i-i® 1-3i -1, .3
Z; = - = - -= - = = = — 1—.
2(51) 10i i 10i2 -10 10 10
—(3+5i)—4i -3-9i i -3i-9i® 9-3i -9 .3
Zy; = - = — X -= - = = = —4[—.
2(51) 10i i 10i2 -10 10 10

P(z) =a(z—2z)(z—2z,) =5i (z - (I—; + ilio)) (z - (I—0+ il—o)).

Résolution de I'équation P(z) = 0:

P(2) =0 ©alz—2z)z—-2,)=0z—2,=00uz—-2,=02=2, 0uz=2
-1, .3 -9 .3
Sz=—+il—ouz=—+1—.

10 10 10 10

P(z) = —13<z— (;—2+li)) (z— (%+ii));5 = {;—2+ii;%+ii}
P = (1-30) (- (F-19) s =)
r = -si(e- (2-D) - (- D) 5= (2321
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